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一类非仿射系统的执行依赖启发式在线跟踪控制 
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摘  要：针对非仿射系统的跟踪控制问题，提出一种基于执行依赖启发式动态规划（ADHDP）结构的在线设计

方法。首先，考虑一类未知非仿射系统，进行从跟踪控制问题到误差调节问题的转换；然后，设计基于 ADHDP
结构的跟踪控制器，并采用在线学习的方式，实现系统控制与执行网络和评判网络的训练同步，使得系统状态能

够跟踪期望轨迹；最后，通过一个仿真实例验证所提方法的有效性。 
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Action dependent heuristic online tracking control  
for a class of nonaffine systems 
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Abstract: To solve the tracking control problem for nonaffine systems, an online design method was developed by using 
the action dependent heuristic dynamic programming (ADHDP) structure. Firstly, the tracking control problem for the 
unknown nonaffine system was transformed into the error regulation problem. Then, the ADHDP tracking controller was 
designed and the online learning method was adopted to synchronize the system control with the training of action net-
works and critic networks, so that the desired trajectory could be tracked by the system state. Finally, a simulation exam-
ple was given to verify the effectiveness of the proposed method. 
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1  引言 

自适应动态规划（adaptive dynamic program-
ming，ADP）是多个领域交叉形成的一种近似最优设

计方法。该方法融合了动态规划（dynamic pro-
gramming，DP）、强化学习（reinforcement learning，
RL）以及神经网络（neural network，NN）的思想。

其中，DP 是一种求解决策过程最优化的数学方法，
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其中的最优性原理为 ADP 提供了理论依据，但 DP
存在明显的“维数灾难”问题。后来，人工智能领域

兴起了一种 RL 算法，它能够在智能体与环境交互的

过程中通过学习策略实现回报最大化。为了解决复杂

非线性系统的最优控制问题，美国著名学者韦伯斯

（Werbos）结合 DP 原理以及 RL 思想，将 NN 等逼近

工具作为实现手段，率先提出了ADP 这一概念。ADP
在求解非线性系统的哈密顿−雅可比−贝尔曼

（Hamilton-Jacobi-Bellman，HJB）方程[1-4]方面展现了

巨大潜力。因此，学者们开始广泛关注ADP，并对其开

展了深入的研究。近些年来，大量学者从离散时间、连

续时间、状态约束[5-6]、跟踪控制[7-10]等不同方向对 ADP
展开了深入挖掘。更有一些学者将其应用到具体的工业

控制[11-12]中。RL[13-15]作为当前的研究热点之一，很多学

者利用RL的思想设计自适应控制器，例如Luo B等人[16]

从实际系统的数据样本中学习最优跟踪控制策略，设

计了一种无模型最优跟踪控制器。此外，还有一些学

者将在线学习的方式应用到ADP 中，Li S 等人[17]提出

了基于自适应动态规划的在线跟踪控制方法，以解决

部分具有时延的不确定非线性系统的跟踪问题。 
1992 年，Werbos 又进一步引入了 ADP 两种基

本结构的执行依赖形式，其中，执行依赖启发式动

态规划（action dependent heuristic dynamic pro-
gramming，ADHDP）与基本结构中的启发式动态

规划（heuristic dynamic programming，HDP）原理

大致相同，都采用了 RL 中的执行−评判结构，评判

网络用于近似系统的代价函数，起着评估系统性

能的作用；执行网络则根据控制方法输出近似最

优的控制信号，评判网络和执行网络通常采用反

向传播（back propagation，BP）神经网络。但与

HDP 不同的是，ADHDP 可以不需要模型网络，

执行网络可以与评判网络直接相连，且用于训练

执行网络的反向传播信号不再是控制律，而是代

价函数，这样的特点使那些建模困难的控制对象

更容易控制且能够有效减少建模带来的误差。另

外，评判网络的输入不仅需要状态变量，还需要

控制变量。 
本文针对一类非仿射系统，将该系统的跟踪控

制问题转换为误差调节问题，在 ADHDP 的框架结

构下，采用在线学习的方式取代求解 HJB 方程的迭

代过程，实现控制器训练与系统控制的同步在线进

行。最后通过一个仿真例子进行对比实验，验证本

文所提方法的有效性。 

2  问题描述 

考虑一类非仿射系统： 
  ( 1) ( ( ), ( )),t Φ t t t+ = ∈x x u N   （1） 

其中， ( ) nt ∈x 是 n 维的状态向量， ( ) mt ∈u 是

m维的控制向量， t∈N （N 是非负整数集）。系统

函数 ( , )Φ ⋅ ⋅ 在 n
x ⊆Ω 上是 Lipschitz 连续的，并且

(0,0) 0Φ = 。 

定义期望轨迹如下： 
  ( 1) ( ( ))t t+ =r F r  （2） 

其中， ( ) nt ∈r 表示 t时刻的期望值， ( ) : n n⋅ →F

是可微的。则跟踪误差可以表示为： 
  ( ) ( ) ( )t t t= −e x r  （3） 

假设对于任意的 ( )tr ，存在一个参考控制输入

( ( ))tu r ，并满足： 

  ( 1) ( ( ), ( ( )))t Φ t t+ =r r u r   （4） 

可以通过求解式（4）得到 ( ( ))tu r ，定义： 

  ( ( )) ( ( ))t t=u r rσ  （5） 

其中， ( ( ))trσ 是式（4）的反解形式。这里设计一

个反馈控制 ( ( ))tu x 满足 ( 1) ( ( ), ( ( )))t Φ t t+ =x x u x ，

目的是使状态向量跟踪上期望轨迹。则跟踪控制律

可以表示为： 
  ( ( )) ( ( )) ( ( ))t t t= −u e u x rσ   （6） 

根据式（1）~式（6），可以构造一个新的误差

系统： 
( )( 1) ( ) ( ), ( ( )) ( ( )) ( ( )t Φ t t t t t+ = + + −e e r u e r F rσ  （7） 

求解最优跟踪控制问题的目的是找到一组控

制序列使得代价函数最小，定义代价函数如下： 

  ( ( ), ( ( ))) ( ( ), ( ( )))
j t

J t t U j j
∞

=

=∑e u e e u e  （8） 

其中， ( ( ), ( ( )))U j je u e 为效用函数，将其设定为： 

( ( ), ( ( ))) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))U j j j j j j= +e u e e Qe u e Ru eΤ Τ  （9） 

其中，Q 和 R是正定矩阵，且 (0,0) 0U = 。 
方便起见，将 ( ( ), ( ( )))J t te u e 简写为 ( ( ))J te 。将

式（8）展开得到如下形式： 

 { }
1

( ( )) ( ( ), ( ( )))

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ), ( ( ))) ( ( 1))
j t

J t U t t

j j j j

U t t J t

∞

= +

= +

+ =

+ +

∑

e e u e

e Qe u e Ru e

e u e e

 （10） 
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接下来，可以定义最优控制问题的 Hamiltonian
函数： 

( , , ) ( ( 1)) ( ( )) ( ( ), ( ( )))H J J t J t U t t= + − +e u e e e u e  （11） 

根据 Bellman 最优性原理，最优代价函数
* ( ( ))J te 满足以下离散时间 HJB 方程： 

{ }* *

( ( ))
( ( )) min ( ( ), ( ( ))) ( ( 1))

t
J t U t t J t= + +

u e
e e u e e  （12） 

最优控制策略 * ( ( ))tu e 满足： 

{ }* *

( ( ))
( ( )) arg min ( ( ), ( ( ))) ( ( 1))

t
t U t t J t= + +

u e
u e e u e e  （13） 

最后，原始系统的最优控制策略 * ( ( ))tu x 可以

表示为： 

  * *( ( )) ( ( )) ( ( ))t t t= +u x u r u e  （14） 

3  基于ADHDP 结构的在线控制方法的实现 

ADHDP 结构由被控系统、评判网络和执行网

络 3 个部分组成。首先构造一个模型网络对未知的

非仿射系统进行辨识，进而求解稳定控制输入；然

后展示评判网络的训练过程；最后给出执行网络的

结构及更新准则。该方法的框架如图 1 所示。 
3.1  系统辨识 

对于未知的非仿射非线性系统，可以采用一个

3 层的 BP 神经网络来逼近系统动态，表达式如下： 

( )2 1 1 2ˆ ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m mt t t t t t+ = + +x w w Xδ ρ ρ  （15） 

其中， ( ) [ ( ), ( ( ))]t t t=X x u x 为该模型网络的输

入，输出 ˆ ( 1)t +x 为下一时刻的状态预测值， 1( )m tw
和 1( )tρ 分别为输入层与隐含层之间的网络权值和

阈值向量， 2 ( )m tw 和 2 ( )tρ 分别为隐含层与输出层之

间的网络权值和阈值向量， ( )m ⋅δ 为该模型网络的激

活函数，这里选取双曲正切函数： 

   1 e( )
1 em

−

−

−
=

+

τ

τδ τ  （16） 

其中， 1 1( ) ( ) ( )m t t t= +w Xτ ρΤ 。 

定义模型网络的预测误差为输出的近似值与

实际值之间的差值，即： 
   ˆ( ) ( 1) ( 1)m t t t= + − +x xε  （17） 

训练的性能度量函数为： 

  1( ) ( ) ( )
2m m mt t t=E ε εΤ  （18） 

模型网络各层之间的网络权值与阈值向量的

更新规则均采用如下梯度下降算法： 

   1 1
1

( )
( 1) ( )

( )
m

m m m
m

t
t t

t
λ

⎡ ⎤∂
+ = + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

E
w w

w
 （19） 

  1 1
1

( )
( 1) ( )

( )
m

m
t

t t
t

λ
⎡ ⎤∂

+ = + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

E
ρ ρ

ρ
 （20） 

  2 2
2

( )
( 1) ( )

( )
m

m m m
m

t
t t

t
λ

⎡ ⎤∂
+ = + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

E
w w

w
 （21） 

  2 2
2

( )
( 1) ( )

( )
m

m
t

t t
t

λ
⎡ ⎤∂

+ = + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

E
ρ ρ

ρ
 （22） 

其中， mλ 为神经网络训练过程的学习率。 

通过式（4）可以采用上述训练好的模型来表

示期望轨迹： 

( )2 1 1 2

( 1)

( ) ( )[ ( ), ( ( ))] ( ) ( )m m

t

t t t t t t

+ =

+ +

r

w w r u rδ ρ ρ
 （23） 

 
图 1  基于 ADHDP 结构的在线控制方法框架 
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接下来便可以通过数学求解的方法得到 ( ( ))tu r 。 
3.2  评判网络 

在 ADHDP 框架中，评判网络用于近似系统的

代价函数，与传统 HDP 结构不同的是，ADHDP 的

评判网络的输入包括跟踪误差 ( )te 和跟踪控制律

( ( ))tu e 两个部分；相同的是输出都为当前时刻的代

价函数。采用一个 3 层的 BP 神经网络来构造评判

网络，其训练过程包括正向计算和误差反向传播两

个过程。其中，正向计算过程如下： 

  ( )2 1
ˆ( ( )) ( ) ( )[ ( ), ( ( ))]c c cJ t t t t t=e w w e u eδ （24） 

其中， 1( )c tw 和 2 ( )c tw 分别为输入层与隐含层之间和

隐含层与输出层之间的网络权值， ( )c ⋅δ 为评判网络

的激活函数，这里同样选取双曲正切函数。 
方便起见，将经过评判网络激活函数生成的序

列表示为如下形式： 

( )1( ( ), ( ( ))) ( )[ ( ), ( ( ))]c c ct t t t t=e u e w e u eφ δ  （25） 

接下来是评判网络的误差反向传播过程，训练

评判网络的目标是逼近代价函数，定义误差函数为： 

2

ˆ ˆ( ) ( ( )) [ ( ( ), ( ( ))) ( ( 1))]

( ( ), ( ( ))) ( )
[ ( ( 1), ( ( 1))) ( ( ), ( ( )))]

c

c

c c

t J t U t t J t

U t t t
t t t t

= − + + =

− − ×

+ + −

e e u e e

e u e w
e u e e u e

ε

φ φ

Τ  （26） 

令 
( ( 1), ( ( 1))) ( ( ), ( ( )))c c ct t t t= + + −D e u e e u eφ φ  （27） 

训练评判网络的目标函数为： 

   1( ) ( ) ( )
2c c ct t t=E ε ε  （28） 

采用梯度下降法对评判网络的权值进行更新，

输入层与隐含层之间的权值保持不变，只更新隐含

层与输出层之间的权值，其更新规则为： 

   2 2
2

( )
( 1) ( )

( )
c

c c c
c

t
t t

t
λ
⎡ ⎤∂

+ = + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

E
w w

w
 （29） 

  
2

( ) ( )
( ) 1

c c
c

c c c

t t
t

∂
=

∂ +
E D
w D D

ε  （30） 

其中， cλ 为评判网络的学习率。 
3.3  执行网络 

执行网络同样采用一个 3 层的 BP 神经网络，

其输入为跟踪误差 e(t)，输出为控制策略 ˆ( ( ))tu e 。

定义其正向计算的表达式如下： 

  ( )2 1ˆ( ( )) ( ) ( ) ( )a a at t t t=u e w w eδ  （31） 

其中， 1( )a tw 和 2 ( )a tw 分别为执行网络输入层与隐含

层之间和隐含层与输出层之间的网络权值， ( )a ⋅δ 为执

行网络的激活函数，这里同样选取为双曲正切函数。 
在 ADHDP 框架下，定义执行网络的预测误

差为： 

  ˆ( ) ( ( 1))a t J t= +eε  （32） 

定义执行网络的目标函数为： 

   1( ) ( ) ( )
2a a at t t=E ε ε  （33） 

与上面提到的评判网络相似，执行网络输入层

与隐含层之间的权值保持不变，隐含层与输出层之

间的权值更新规则同样采用梯度下降算法。 

  2 2
2

( )
( 1) ( )

( )
a

a a a
a

t
t t

t
λ
⎡ ⎤∂

+ = + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

E
w w

w
 （34） 

其中， aλ 为执行网络的学习率。 

算法步骤如下。 
步骤 1：初始化评判网络和执行网络各层之间

的权值参数 1cw 、 2cw 、 1aw 、 2aw ，以及它们的学

习率 cλ 和 aλ ，设置效用函数的参数，初始化时刻

0t = 。 
步骤 2：输入系统当前时刻的状态 ( )tx ，根据

式（3）计算出状态向量与期望轨迹之间的误差向

量 ( )te ，将 ( )te 输入执行网络，通过式（31）正向

计算出控制策略 ˆ( ( ))tu e 。 
步骤 3：根据当前时刻的跟踪误差 ( )te 及控制

策略 ˆ( ( ))tu e ，通过式（9）和式（24）计算出效用

函数 ˆ( ( ), ( ( )))U t te u e 和代价函数 ˆ( ( ))J te 。 
步骤 4：根据式（6）得到 ( ( ))tu x ，并作用于

被控系统上，得到下一时刻的状态向量 ( 1)t +x ，重

复步骤 2，得到下一时刻的控制策略 ˆ( ( +1))tu e 。 

步骤 5：重复步骤 3，得到下一时刻的效用函

数 ˆ( ( +1), ( ( +1)))U t te u e 和代价函数 ˆ( ( +1))J te 。 

步骤 6：通过式（26）计算评判网络的误差函

数 ( )c tε ，并根据式（29）自适应地调整评判网络的

权值。 
步骤 7：判断评判网络的预测误差 ( )c tε 是否达

到控制精度或最大训练次数，若是，则执行步骤 8；
否则，跳转到步骤 3。 

步骤 8：通过式（32）计算执行网络的误差函数

( )a tε ，并根据式（34）自适应地修正执行网络的权值。 
步骤 9：判断执行网络的预测误差 ( )a tε 是否达
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到控制精度或最大训练次数，若是，则继续执行步

骤 10；否则，跳转到步骤 8。 
步骤 10：令 1t t= + ，若 t达到最大时间步，则

执行步骤 11；否则，跳转到步骤 2。 
步骤 11：结束训练。 

4  仿真实验 

本节通过一个仿真例子来验证所提方法的有

效性，考虑一个非仿射的动态系统如下： 

1 2

1 2

( 1)
tanh( ( )) 0.05 tanh( ( ))      0

 
0.3tanh( ( )) tanh( ( )) sin( ( ))

t
t t

t t t

+ =

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + ⎣ ⎦⎣ ⎦

x
x x

x x u
 （35） 

选取初值为 (0) [5,3]=x 。 

首先通过 MATLAB 的神经网络工具箱对该系

统进行建模，从而求取参考控制输入。选取一个 3 层

的BP神经网络对系统进行辨识，其结构为 3-8-2（分

别对应输入层、隐含层、输出层的神经元个数）。

隐含层神经元个数的选择至关重要，经过不断调

试，最终将隐含层神经元个数确定为 8。学习率的

选取反映了神经网络调整权值的快慢，经过调试，

选取系统辨识神经网络的学习率为 0.02mλ = ，随机

生成 1 000 组样本作为模型网络的输入，将非仿射

系统生成的 1 000组样本数据作为模型网络的输出，

对模型网络进行 500 次迭代训练。最终获得模型网

络的训练误差如图 2 所示。基于以上训练好的模型

网络，可以直接使用 MATLAB 中的 fsolve 函数求

解稳态控制 ( ( ))tu r 。 

 
图 2  模型网络训练误差 

接下来，定义期望轨迹如下： 

   1 2

1 2

0.9963 ( ) 0.0498 ( )
( 1)

0.2492 ( ) 0.9888 ( )
t t

t
t t
+⎡ ⎤

+ = ⎢ ⎥− +⎣ ⎦

r r
r

r r
 （36） 

选取参考初值为 (0) [0.06,0.4]=r 。 

在本控制方法中，评判网络和执行网络的结构

为 3-8-1、2-8-1，学习率 c aλ λ、 ，内部最大循环次

数 c aN N、 ，训练目标精度 c aρ ρ、 ，效用函数 ( ( ),U te  
( ( )))tu e 中的参数Q 和 R的取值均在表 1 中给出，

确定系统运行最大时间步 max 200t = 。评判网络和执

行网络的权值调整采用基于梯度下降算法的在线

学习的方式进行更新，如式（29）和式（34）所示。

图 3 展示的是评判网络和执行网络隐含层与输出层

之间的权值范数收敛曲线。由图 3 可以看到，随着

时间步的前进，评判网络和执行网络的权值范数逐

渐收敛至一个定值。 

表 1  基于 ADHDP 结构的在线控制方法的参数值 

Q  R  c aλ λ、  c aN N、  c aρ ρ、  

0.01 0
0 0.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0.01 0.05 1 000 121 10−×  

 
图 3  权值范数收敛曲线 

为了验证本文所提方法的有效性，将该方法与

比例积分微分（proportional-integral-derivative，PID）

控制算法做了一个简单的对比实验，其中，PID 控

制算法的参数经过试错法设定，变量一的控制器参

数为 5、3、0.5，变量二的控制器参数为 1、0.2、
0.1。采用两种方案分别对同一个系统进行控制后，

系统状态与期望轨迹跟踪效果如图 4 所示。由图 4
可以看到，采用基于 ADHDP 结构的在线控制方法

的系统状态在 20 个时间步之后基本跟踪上了期望
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轨迹，而 PID 控制算法的跟踪效果要差一些，且本

文所提方法的超调量较 PID 控制算法的超调量要

小。两种方法的系统跟踪误差如图 5 所示，本文所

提方法的跟踪误差在 20 个时间步之后基本趋近于零

或在零点附近轻微波动，PID 控制算法的控制效果相对

较差。基于ADHDP 结构的在线控制方法的误差控制策

略收敛曲线如图 6 所示。结合几个仿真结果图可以看

出，当误差控制律u(e(t))逐渐趋近于零时，跟踪误差也

逐渐趋近于零，系统状态最终跟踪上了期望轨迹。经过

对比仿真实验，可以证明本文所提方法能够有效地解决

非仿射非线性动态系统的跟踪控制问题。 

 
图 4  系统状态与期望轨迹跟踪效果 

 
图 5  系统跟踪误差 

 
图 6  基于 ADHDP 结构的在线控制方法的误差控制收敛曲线 

5  结束语 

本文提出了一种基于 ADHDP 结构的在线控制

方法来求解未知非仿射系统的最优跟踪控制问题。

首先，将最优跟踪控制问题转化为误差调节问题。

然后，建立 ADHDP 框架，并采用基于梯度下降算

法的在线学习方案进行控制器设计。最后，利用一

个非仿射系统的仿真实例证明了所提出的最优跟

踪控制方法的有效性。 
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