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基于能量函数的智能车辆路径曲率平滑方法研究 

师强，杨明 

（上海交通大学自动化系，上海 200240） 

摘  要：智能车辆在预防交通事故、缓解交通拥堵、减少排放等社会功效方面具有重要意义，路径跟踪是智能车

辆的重要功能之一，其被控对象是复杂的车路耦合系统。路径曲率平滑性影响路径跟踪性能，针对路径曲率的平

滑优化问题，提出一种基于能量函数的曲率平滑方法。首先，构造能量函数表征路径曲率平滑性；其次，基于离

散化路径描述设计迭代规则，使能量函数下降；最后，在道路边界已知的情况下增加道路边界约束。真实车辆平

台的实验结果表明，基于能量函数的曲率平滑方法能够在确保路径可通过的前提下进一步提升路径跟踪的乘坐舒

适度和控制精度，提升智能车辆的品质。 
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Research on path curvature smoothing method based  
on energy function for intelligent vehicles 

SHI Qiang, YANG Ming 

Department of Automation, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China 

Abstract: Intelligent vehicles are of great significance in social efficacy such as prevention of traffic accidents, ease traf-
fic congestion and reducing emissions. Path tracking is an important part of intelligent vehicles function, whose con-
trolled object is a complex vehicle-road coupling system. Path curvature smoothness affects path tracking performance. A 
curvature smoothing method based on energy function was proposed to optimize the smoothness of path curvature. Firstly, 
an energy function was constructed to characterize the path curvature smoothness. Secondly, aniteration rule was de-
signed to reduce the energy function based on discrete path description. Finally, the constraint of road boundary was con-
sidered when the road boundary was known. The experimental results of the real vehicle platform show that the energy 
function smoothing method can further improve the ride comfort and control accuracy of path tracking on the premise of 
ensuring the path feasible. The quality of intelligent vehicles is improved. 
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1  引言 

智能车辆是指通过搭载先进传感器等装置，运

用人工智能等新技术，具有自动驾驶功能，并逐步

成为智能移动空间和应用终端的新一代车辆。智能

车辆在预防交通事故、缓解交通拥堵、减少排放等

社会功效方面具有重要意义，是当今国内外的研究

热点[1-2]。智能车辆的关键系统模块包括定位与建

图、环境感知、规划与决策、车辆控制、人机交互

等[3]。路径跟踪指通过自动转向控制使车辆始终沿

着期望路径行驶[4]，它是车辆控制模块的重要组成

部分。路径跟踪的性能包括乘坐舒适度和控制精
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度，是智能车辆品质的重要表现。路径曲率波动会

引发路径跟踪控制的稳态前轮转角波动，这种波动

会造成乘坐舒适度和控制精度降低。某些场景（如

园区内部）下道路的建设具有任意性，其道路本身

曲率平滑性较差，进而会影响路径跟踪性能。 
针对路径曲率平滑优化问题，参考文献[5-6]分

别使用三次多项式曲线和五次多项式曲线平滑路

径，多项式曲线上各个点位置为第 3 个自变量的多

项式函数，第 3 个自变量由人工构造，3 次及以上

多项式曲线可以确保曲率连续。贝塞尔曲线[7]是一

类特殊的多项式曲线，其多项式参数由控制点确

定。B 样条曲线[8-9]与贝塞尔曲线类似，但相比于贝

塞尔曲线，优化了局部可调能力。多项式曲线、贝

塞尔曲线和B样条曲线均可以构造出曲率连续的曲

线，但构造方法割裂了横坐标和纵坐标对曲率平滑

性的耦合影响，且无法说明最优性。回旋曲线[10]

的曲率平滑性良好，通常用于公路的缓和曲线，但

对于边界位置方向曲率固定的路径来说，往往无法

拟合出一条回旋曲线。回旋曲线的推广方法有两

种 ， 第 一 种 是 分 段 回 旋 曲 线 ， 连 续 曲 率

（continuous-curvature，CC）曲线[11]满足给定最大曲

率和最大曲率变化率约束，但无法进一步优化；参

考文献[12]提出了一种对称的分段回旋曲线，其平

滑的曲线边界必须同向且曲率为零，应用的场景是

直道变道场景，参考文献[13]提出的分段回旋曲线

方法无法对边界的曲率进行约束，适用于自动泊车

这类极低速场景。第二种是多项式螺旋线，多项式

螺旋线可以看作高次的回旋曲线，3 次及以上多项

式螺旋线可以拟合边界位置方向曲率固定的曲线，

参考文献[14]介绍了一种数值迭代的求解方法，但

求解过程复杂，有时无法收敛。 
为进一步提升路径曲率平滑性，本文提出了一

种基于能量函数的曲率平滑方法，该方法通过构造

量化指标能量函数表征路径曲率平滑程度，基于离

散化路径描述设计迭代规则，使能量函数下降；并

通过增加道路边界约束来确保路径可通过性。对比

实验证明，所提方法能够进一步提升路径跟踪的乘

坐舒适度和控制精度。 

2  构造能量函数 

能量函数能够从时间维度或空间维度反映事

物的某种总体特征，以路径曲率变化率的平方和构

造能量函数 E，当路径是一条连续无限密集曲线时，

能量函数为： 

 2

0
( ) d

L
E c l l= ′∫  （1） 

其中， l是路径上一点到起点的距离， ( )c l 是路径

曲率， L是路径总长度， ( )c l′ 是 ( )c l 的导数。 

E的特征为 0E≥ 。E越小，路径曲率越平滑；

当 E为 0 时，路径为恒曲率圆弧，路径曲率平滑性

达到最优。曲率优化是路径形状不断调整的过程，

实际场景下一般路径很难用解析式表达出来，通常

使用等距离散点列表示路径，路径曲率平滑优化的

过程是离散点列不断调整位置的过程，等距离散化

路径描述下的 E为： 
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其中，k是路径离散化后的离散点序号， kc 是第 k点

的曲率，Δl是相邻离散间距， n是离散点总数。 
把弧长增量近似为离散点的间距，方向增量近

似为离散点指向下个点的方向的增量，曲率为： 

 1

Δ
k k

kc l
θ θ −−

=  （3） 

其中， 1kθ − 是第 1k − 点指向第 k点的方向。 

可以将特定等距离散化路径 lΔ 认为是常量，将

式（3）代入式（2），并且提取出 lΔ ，最终构造能

量函数如下： 
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3  设计迭代规则 

式（4）表示路径曲率平滑性的前提是路径离散

等距化，迭代规则应在保证离散点等距的同时使E下

降。设计迭代规则如图 1 所示，其中 3kP − 至 3kP + 是路

径上相邻的 7 个离散点，第 4 个点 kP的移动会改变 kP
附近路径的曲率分布，进而改变E，故存在 kP的最优

位置 kP 使得当只有 kP移动到最优位置时E最小，为保

证离散点的等距性， kP 应在 1 1k kP P− + 的中心法线上。 

 
图 1  迭代规则 



第 2 期 师强等：基于能量函数的智能车辆路径曲率平滑方法研究 ·163· 

 

设 1k kP P− 与 1 1k kP P− + 间夹角为θ ，可得 1k kP P+ 与

1 1k kP P+ − 间夹角为θ ， 1k kP P + 与 1k kP P− 之间夹角为 2θ 。

设 1θΔ 、 2θΔ 、 3θΔ 、 4θΔ 分别为 1 2k kP P− − 与 2 3k kP P− − 、

1 1k kP P+ − 与 1 2k kP P− − 、 2 1k kP P+ + 与 1 1k kP P+ − 、 +3 2k kP P + 与

+2 1k kP P + 间的夹角， 1θΔ 、 2θΔ 、 3θΔ 、 4θΔ 与θ 无关，

E可表示为式（5），其中省略号中的项不受θ 的影

响，不包含θ 。 
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把 E 视作θ 的函数 ( )E θ ，当 ( )E θ′ 为 0 时，

( )E θ 取到最小值。此时θ 满足式（6）： 

 2 3 1 44Δ 4Δ Δ Δ
20

θ θ θ θ
θ
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其中， ( )E θ′ 为 ( )E θ 的导数。 

由式（6）的θ 可以确定 kP 的位置。 

每次从路径上取相邻 7 个点均可优化第 4 个点

的位置，进而使 E下降，对路径上所有可优化的点

进行一次优化为一次迭代，多次迭代即可实现路径

曲率的平滑优化。对于离散化曲线来说，1 个点可

以表示位置，2 个点可以表示方向，3 个点可以表

示曲率，而非闭合曲线边界处均有 3 个点不会被优

化（即不会被改变位置），这表示能量函数法会保

存边界处的位置、方向、曲率，符合实际场景下的

约束；对于闭合曲线来说，不存在边界概念，所有

的点均为可优化点。 
图 2 和图 3 分别表示两种典型路径下能量函数

法的平滑曲率效果，迭代过程中的路径及其曲率变

化用蓝线、橙线、黄线、紫线、绿线、青线表示，

其中蓝线表示原始的路径及其曲率。图 2（a）的原始

路径是一条由直道、1/4 圆弧、直道依次相连的非闭

合路径，从图 2（b）中可以看出原始路径的曲率存在

阶跃突变，经过平滑后，路径曲率阶跃突变消失，同

时边界处的位置、方向、曲率得以保存。图 3（a）是

一个正方形闭合路径，4 个角方向不连续，表现

为图 3（b）中曲率分布存在 4 个尖峰脉冲，并且由

于路径离散化作用，4 个尖峰脉冲为有限幅值，随着

迭代次数的增加，图 3（b）中的尖峰不断平滑直至消

失，路径从正方形（蓝线）平滑为圆形（青线）。 

4  增加道路边界约束 

车辆在实际场景中不应出现蹭路沿或压车道 

 
图 2  直道−1/4 圆弧−直道路径下能量函数法平滑效果 

 
图 3  正方形路径下能量函数法平滑效果 

线的情况，路径的可通过性优于曲率的平滑性，对

路径进行曲率平滑操作时应增加道路边界约束。每

次对点进行平滑操作前先判定约束规则，约束规则

分为道路左边界约束和道路右边界约束，这里以追

踪左边界为例进行说明。如图 4 所示，对 kP进行曲
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率平滑操作时，求其最优位置 kP ，由 2kP − 、 1kP − 、 kP 、

1kP + 、 2kP + 组成点列 P，并求取每个点的方向、曲

率，由点的位置、方向、曲率可以唯一确定车的位

置，在车体周围设置矩形包围盒ABCD ，包围盒的

设置应充分考虑轮胎摆动幅度、凸出传感器的安放

位置，并且留有安全余量。P上每一个点都有唯一

确定的包围盒ABCD 与之对应。将道路左边界离散

成一列点，并提取部分靠近 P的点列 edge ，若 edge
中存在点 edgei 满足式（7）中的两个条件，表示道

路左边界上至少有一点在包围盒内部，说明本次移

动点会导致车辆通过道路边界外，舍弃本次移动点

操作，继续对下一个点进行操作。 

 
图 4  道路边界约束 

 
(AB Aedge ) (CD Cedge ) 0
(DA Dedge ) (BC Bedge ) 0

i i

i i

× ⋅ ×

× ⋅ ×

≥

≥
 （7） 

5  实验结果与分析 

测试道路场景有两个，如图 5、图 6 所示，场

景一的起点在图 5（a）右下角处，场景二的起点在    
图 6（a）左上角处。道路中心线满足路径可通过性，

同时在道路左右边界已知的情况下容易提取，以道

路中心线为原始路径。图 5（b）、图 6（b）分别是

两条道路中心线的曲率分布，可以看出其曲率平滑性

均很差。两个道路场景均为普通园区常见的道路。 
使用 3 次 B 样条曲线、3 次多项式螺旋线和能

量函数法平滑曲线对道路中心线进行平滑处理。

3 次 B 样条曲线根据不同离散点间距可分为多条，

能量函数法分为无道路边界约束的平滑曲线和有道路 

 
图 5  道路场景一说明 

 
图 6  道路场景二说明 

边界约束的平滑曲线，平滑结果如图 7~图 10 所示。

实验场景下点离散间距越大，3 次 B 样条曲线平滑

效果越好，如图 7、图 8 中的橙线、黄线、紫线和图 9、
图 10 中的橙线、黄线。离散点间距越大，原始路

径形成的控制点对平滑后曲线的曲率分布影响越
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小，但这种影响会持续存在。另外，3 次 B 样条曲

线平滑过程无法施加道路边界约束，随着离散点间

距增大，路径可通过性可能丧失。3 次多项式螺旋

线平滑效果良好，如图 7~图 10 中的绿线，但同样

无法施加道路边界约束，在本实验的两个道路场景

下均不满足路径可通过性。能量函数法平滑效果良

好，无道路边界约束的能量函数平滑曲线（青线）

平滑效果与 3 次多项式螺旋线（绿线）相似，有道

路无道路边界约束的能量函数平滑曲线（黑线）平

滑效果虽比无道路边界约束的能量函数平滑曲线

（青线）差，但由于迭代机制的存在，在满足路径

可通过性的前提下有道路边界约束的能量函数平

滑曲线可以达到较好的平滑效果。 

 
图 7  道路场景一不同平滑方法平滑路径 

 
图 8  道路场景一不同平滑方法平滑路径曲率分布 

测试车辆如图 11 所示，定位传感器为

RTK-GNSS，轴距为 2.1 m，控制器输出频率为 20 Hz。
道路场景一中使用不做平滑处理的道路中心线、点离

散间距 4 m 的 3 次 B 样条曲线、有道路边界约束的能

量函数平滑曲线作为路径，道路场景二中使用不做平

滑处理的道路中心线、点离散间距 2 m 的 3 次 B 样条

曲线、有道路边界约束的能量函数平滑曲线作为路

径，每个道路场景分别使用 3.5 m/s 和 5 m/s 的车速进

行测试。测试结果如图 12、图 13 所示。 

 
图 9  道路场景二不同平滑方法平滑路径 

 
图 10  道路场景二不同平滑方法平滑路径曲率分布 

 
图 11  测试车辆 

图 12 是傅里叶变换后的前轮转角幅频特性曲

线，幅频特性曲线频率越高表示前轮转角波动越剧

烈，幅值越大表示前轮转角波动幅度越大，轮转角

波动越剧烈和波动幅度越大均会导致车辆乘坐舒

适度降低，本文把车辆乘坐舒适度分为最低、较低、

中等、较高、最高 5 类。按路径和车速把图 12 分

为 4 幅子图，每幅子图比较道路中心线（蓝线）、

3 次 B 样条曲线（橙色）、能量函数平滑曲线（黄
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色）的测试结果。在图 12（a）中，频率小于 0.1 Hz
时 3 种方法幅频特性曲线表现相似，频率大于 0.1 Hz
时不做平滑路径（即道路中心线）的幅频特性曲

线出现了两个尖峰，评其乘坐舒适度为最低；3 次   
B 样条曲线出现了一个尖峰，幅值比不做平滑路

径的第一个尖峰小一半，评其乘坐舒适度为较高；

能量函数平滑曲线没有出现尖峰，评其乘坐舒适

度为最高。由图 12（b）可以得出与图 12（a）相

同的结论。图 12（c）中 3 种方法的幅频特性曲线

均出现了一个尖峰，不做平滑路径的峰值和峰值频

率最高，评其乘坐舒适度为最低；3 次 B 样条曲线

的峰值小于不做平滑路径的峰值，其峰值频率接近

不做平滑路径的峰值频率，评其乘坐舒适度为较

低；能量函数平滑路径的峰值和峰值频率为最低，

评其乘坐舒适度为最高。由图 12（d）可以得出与

图 12（c）相同的结论。 
图 13 是横向偏差的测试结果，横向偏差是车

辆到路径的横向距离，是控制精度的重要参考，横

向偏差越小表征控制精度越高。按道路场景和车速

把图 13 分为 4 幅子图，每幅子图比较道路中心线

（蓝线）、3 次 B 样条曲线（橙线）、能量函数平滑

曲线（黄线）的测试结果，提取其中的横向偏差正

向最大值、横向偏差负向最大值、横向偏差波动幅

度并汇总，见表 1。 
表 1 汇总了图 12 和图 13 的部分数据和结论，

其中加黑字体表示横向对比性能最优。可以看到，

在所有测试场景车速下能量函数平滑方法的乘坐

舒适度最高。横向偏差负向最大值、横向偏差正向

最大值、横向偏差波动幅度均反映了控制精度，且

越接近 0 表示控制精度越好，在道路场景一、车速

5 m/s 下，能量函数平滑方法横向偏差正向最大值

优于 3 次 B 样条曲线平滑方法；横向偏差负向最大

值和横向偏差波动幅度弱于 3 次 B 样条曲线平滑方

法，单看此场景车速无法说明能量函数平滑方法的

控制精度优于 3 次 B 样条曲线平滑方法，原因在于

道路场景一下的 3 次 B 样条曲线平滑方法的曲率分

布十分接近能量函数平滑方法，如图 8 的黄线和黑

线，这种接近具有偶然性，并且由于随机扰动的存

在，导致能量函数平滑方法的横向偏差负向最大值

比 3 次 B 样条曲线平滑方法大 3 cm（绝对值比较），

能量函数平滑方法的横向偏差波动幅度比 3 次 B 样

条曲线大 2 cm。在除场景一、车速 5 m/s 外的其他

3 个场景、车速下，能量函数平滑方法的控制精度

均优于 3 次 B 样条曲线平滑方法，在场景二中这种

优越性更加明显，表现为车速为 3.5 m/s 时能量函

数平滑方法横向偏差波动幅度比 3 次 B 样条曲线平

 
图 12  不同平滑方法前轮转角幅频特性曲线对比 
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滑方法提升约 2 倍，车速为 5m/s 时能量函数平滑

方法横向偏差波动幅度比 3 次 B 样条曲线平滑方法

提升约 4 倍。图 12、图 13 和表 1 说明了能量函数

平滑方法提升乘坐舒适度和控制精度的有效性。 

6  结束语 

本文从路径优化角度提升智能车辆路径跟

踪性能，提出了一种基于能量函数的曲率平滑

 
图 13  不同平滑方法横向偏差对比 

表 1 不同平滑方式部分测试数据对比 

场景 比较项 不做平滑 3 次 B 样条曲线平滑 能量函数平滑（本文方法）

道路场景一，车速 3.5 m/s 乘坐舒适度 最低 较高 最高 

横向偏差负向最大值/m −0.189 −0.144 −0.108 

横向偏差正向最大值/m 0.058 0.031 0.005 

横向偏差波动幅度/m 0.247 0.175 0.113 

道路场景一，车速 5 m/s 乘坐舒适度 最低 较高 最高 

横向偏差负向最大值/m −0.266 −0.122 −0.152 

横向偏差正向最大值/m 0.300 0.105 0.095 

横向偏差波动幅度/m 0.566 0.227 0.247 

道路场景二，车速 3.5 m/s 乘坐舒适度 最低 较低 最高 

横向偏差负向最大值/m −0.258 −0.178 −0.102 

横向偏差正向最大值/m 0.183 0.111 0.028 

横向偏差波动幅度/m 0.441 0.289 0.130 

道路场景二，车速 5 m/s 乘坐舒适度 最低 较低 最高 

横向偏差负向最大值/m −0.289 −0.308 −0.078 

横向偏差正向最大值/m 0.297 0.179 0.032 

横向偏差波动幅度/m 0.586 0.487 0.110 
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方法，实验结果表明相对于现有方法，所提方

法能在确保路径可通过的前提下进一步提升乘

坐舒适度和控制精度，提升智能车辆的品质，未

来会进一步在多车多场地下验证该方法的通用

有效性。 
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